
練習問題　１練習問題　１練習問題　１練習問題　１

簡単な関数f(x, y)を自分で設定し、適当な束縛条件の下でLagrangeの未定係数
法で極値を求めよ。
（条件付き極値問題。例、　f(x, y) = (1/2)(x2+y2)で、束縛条件x+y=a）

練習問題　２練習問題　２練習問題　２練習問題　２

図のように長さlの伸びない糸と質量mの質点からなる振り子がx2+y2=l2の束縛条
件の下で運動している。

(1)束縛力が現れない変数を選んで
     Euler-Lagrangeの式を作り、   sinθ = θとして
     解け。　　
(2)xy-座標系でLagrangianを作り、未定係数法
    により x,y,λ（未定係数）の連立の運動方程式
    を立てよ。
(3)　(2)で得た方程式のλを含む項の物理的意味は
 　何かを述べよ。
(4) λを消去してx, yのみの方程式をつくり、
      xy-座標系から平面極座標系への変換式を
     用いてこれが(1)で得た方程式と同じものに
     なることを確かめよ。
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V  正準方程式と位相空間での運動

§１　Hamiltonの正準方程式§１　Hamiltonの正準方程式§１　Hamiltonの正準方程式§１　Hamiltonの正準方程式

Euler-Lagrangeの運動方程式はqi=qi(Qi,.....Qf)のように時間微分した  Qiを含まな
い変換の場合のみその形を変えない。もし   qi = qi Q1, ....,Qf, Q1, ....,Qf のように  Qi

が含まれているとLには  qiを通して  Qiが現れることになり、形が不変にならない。

Hamiltonの運動方程式は運動量を含む変換の場合でも方程式の形が変わらない
形式。（どのような変換の形であれば方程式の形が変わらないかは正正正正準準準準変変変変換換換換
論論論論で議論される。）

一般化運動量一般化運動量一般化運動量一般化運動量

運動方程式が    d
dt

∂L

∂qi

–
∂L

∂qi
= 0で与えられ、抵抗力などはない場合を考える。（ホ

ロノミックな束縛はあっても良い。）

   L = 1
2mx2 – V(x)と書かれる場合、    ∂L

∂x
= mx,

∂L

∂y
= my,

∂L

∂z
= mz、すなわち    ∂L

∂qi

は運動

量の３成分を表している。これを一般の場合にも拡張して

　　　　　　　    
pi =

∂L

∂qi
(i = 1,2,...f)

と書くことにし、一般化運動量一般化運動量一般化運動量一般化運動量（qiに共役な運動量）と呼ぶ。
自由度fの系のLagrangian、   L q1, ....,qf, q1, ....,qf,tがqjを含まない場合（すなわち、
qjが循環座標である場合）、

    
pi =

∂L

∂qi
= となる。（ 

   d
dt

∂L

∂qi

= 0だから）

　　　　　　　　　｛なるべく多くの変数が循環座標になるように座標
　　　　　　　　　　を選ぶと問題が解きやすい。｝

（以下、{qi} →q、{pi} →pと一括して表すことあり。）

Lは   q, q, tの関数であるから、piも   q, q, tの関数となる。

54

  p1 = p1 q1,......,qf, q1,......,qf,t

pf = pf q1,......,qf, q1,......,qf,t

これを未知数   q1,......,qfに関する連立方程式とみな



せば、

  q1 = q1 q,p,t

qf = qf q,p,t

と解くことができる。これにより   q, qで表さ

れた量を   q, pで表すことができる。

例、３次元極座標で、力が速度によらない場合について運動エネルギーTをq,p
で表す。

　　　　　　　　    L = 1
2m(r2 + r2θ2 + r2ϕ2sin2θ) – V(r,θ,ϕ)　

定義より一般化運動量を求めると、

　　　　　    pr = mr, pθ = mr2θ, pϕ = mr2ϕsin2θ
　

　　　　　    ∴ r = 1
mpr, θ = 1

m
1
r2

pθ, ϕ = 1
m

1
r2sin2θ

pϕ

これを代入して

　　　　　　    T = 1
2m

pr
2 + 1

r2pθ
2 + 1

r2sin2θ
pϕ

2

中心力なら、V=V(r)なので、T-Uにはϕが含まれず、ϕは循環座標となる。従っ
て、pϕ = 定数。

わざわざ、一般化運動量の関数に書き換えるのは、これから定義する
Hamiltonianが   q, qの関数ではなく、   q, pの関数であるから。そもそも、qはqと
関係があり、独立ではないが、正準方程式ではpとqとは独立な変数であるとみ
なす。

Hamiltonianの定義Hamiltonianの定義Hamiltonianの定義Hamiltonianの定義

　　　　　　　　　　    H = piΣ
i

qi– L q,q,t

このような定義のHamiltonianとはどのような量か？
{xj}と{qj}の関係に直接tが入ってこない場合はTは   q1,......,qfの２次の同次式。

   ∴ ∂T
∂qi

Σ
i

qi = 2T、また    
pi =

∂L

∂qi
=

∂(T – V)

∂qi
=

∂T

∂qi
だから、結局    piΣ

i
qi = 2T。

従って、H=2T-(T-V)=T+V　⇦　全エネルギー。
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この定義のままでは、Hは   q, qの関数のように見えるが、    
pi ≡ ∂L

∂qi
の逆変換



  q = q(q,p)を用いてqを消去し、Hをq, pの関数とする。（ここで、q, pはそれぞれ
独立な量とみなされる。）

Lagrangeの運動方程式はHamiltonの原理に対するEulerの方程式であったが、L
をHで表した場合にはどのような関係が得られるだろうか？

Lagrangeの運動方程式の場合は実現される運動qj(t)から途中の経路を微小に変

えたときの   
Ldtの変化（    δ Ldt）が0になるということを使った。このとき、

q1,...,qfのみ独立に変化させ、   δqiは   δqiから導き、独立には変化させなかった。

これに対し、Hamiltonianはq1,...,qfとp1,...,pfの関数と考え、（実際の運動ではqの
変化とpの変化は無関係ではないが、Hamiltonianの変数としてはこれらは独立
として取り扱う。）2fこの変数を座標軸とする抽象的な2f次元空間内の各点ご
とに値の決まった関数と見る。この空間を位相空間位相空間位相空間位相空間と呼ぶ。

位相空間内の実現される曲線から微小にずれた軌道を想定し、Hamiltonの原理
を拡張する。つまりqi→qi+δqi , pi→pi+δpi とし、δqi、δpiは独立に取れるものとし、
Lのかわりに次の量を用いる。
　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　    L = piqi – HΣ

i

この量は数値的にはLagrangianと同じであるが、q1,...,qfとp1,...,pfの2f個の独立変
数の関数である。この関数で変分を考える。
　　

　　　　　

   
0 = δ Ldt

t1

t2

= qiδpi + piδqi– δHΣ
i

dt
t1

t2

= qiδpi + piδqi–
∂H
∂qi

δqi –
∂H
∂pi

δpiΣ
i

dt
t1

t2

　　　　　　　   δqiは独立ではないので
  d

dt
δqiを利用した部分積分を利用。

つまり、
   

pi

dδqi

dt
t1

t2

= piδqi t1

t2 – piδqidt
t1

t2

結局、
   

δ Ldt
t1

t2

= qi–
∂H
∂pi

δpi – pi+
∂H
∂qi

δqiΣ
i

dt
t1

t2

= 0

これが独立な任意のδqi 、δpiに対して成り立つためには、
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   dqi

dt
=

∂H
∂pi

,
dpi

dt
= –

∂H
∂qi

(i = 1,2....f)

　　　　　　　
　　　　　　　　Hamiltonの正準方程式

未知量q,pに関する連立方程式。Newtonの運動方程式に比べて変数が２倍に増
えているが、時間微分が１階に減っている。

H(q, p)の保存則はどうなっているか？

   dH
dt

=
∂H
∂qi

dqi

dt
+

∂H
∂pi

dpi

dtΣ
i

、これに正準方程式を代入して

　　　
   dH

dt
=

∂H
∂qi

∂H
∂pi

–
∂H
∂pi

∂H
∂qi

Σ
i

= 0

つまり、Hamiltonianが時間tを直接含まないときはHは時間変化しない。→　
エネルギー保存則。

例１　質量mの一次元の調和振動子

　　　　    L = 1
2mx2 – 1

2mω0
2x2

従って、    
p =

∂L

∂x
= mx、    ∴ H = px – L =

1
2m

p2 +
1
2

mω0
2x2

　
正準方程式は

　　　　　　　　    
x =

∂H
∂p

=
1
m

p , p = –
∂H
∂x

= – mω0
2x

例２　荷電粒子の電磁相互作用

質量m、電荷eの粒子に、電場Eと磁場Hが働いている時の運動方程式

　　　　　     mx = e E +
1
c

v × H 　　（右辺はLorentz力）

これを正準方程式として与えるようなHamiltonianは？

　　　     
E = – ∇ A0 – 1

c
∂A
∂t
、   ∇ × の関係を用いればよい。ただしA,  A0はそれ

ぞれ、ベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャル。
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H = 1

2m
p –

e
c

A
2

+ eA0

   
x =

∂H
∂p

=
1
m

pi –
e
c

A i

   
p = –

∂H
∂xi

= e
mc pi –

e
c

A i

∂A i

∂t
– e

∂A 0

∂xi
Σ

j = 1

3
i = 1,2,3

    
mxi = pi –

e
c

dA i

dt
= pi –

e
c

∂A i

∂xj
Σ
j

dxj

dt
– e

c
∂A i

∂t

= – e
∂A 0

∂xi
+ e

mc pj – e
cA j

∂A j

∂xi
Σ
j= 1

3

–e
c

∂A i

∂xj
Σ
j

dxj

dt
– e

c
∂A i

∂t

= – e
∂A 0

∂xi
+ e

c xj

∂A j

∂xi
Σ
j= 1

3

–e
c

∂A i

∂xj
Σ
j

xj – e
c
∂A i

∂t

= eEi +
e
c

x × ∇ × A i

    H ⇒ H + eA0

p ⇒ p –
e
c

A

N N

q1,...,q3N N

N q q

N



t H(q,p)
t=0 H

   ∂H
∂pi

,
∂H
∂qi

   
∆qi =

∂H
∂pi

∆t , ∆pi = –
∂H
∂qi

∆t q,p

  q, p

  H = 1
2

p2 + q2

E   2E 1 / 2

   q = 2Ecos θ
p = 2Esin θ

   
q = – 2E θ sin θ = – θp =

∂H
∂p

= p

p = 2E θ cos θ = θq = –
∂H
∂q

= – q

  ∴ θ = – 1

  2E 1 / 2

E

   L = 1
2m(r2 + r2θ2 + r2ϕ2sin2θ) – V(r)

r,θ,ϕ

p

q
θ

(p, q)




