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【１】互いにポテンシャル    V(x1 – x2)で相互作用する、質量がm1,m2の２質点の
運動を考える。ただし、   x1, x2は２質点それぞれの位置ベクトルである。

(a) Newtonの運動方程式を書け。
(b) 重心座標、相対座標への変数変換

　　　　　　　　    X=
m1x1 + m2x2

m1 + m2
、   x= x1 – x2

      を行い、この変数でのNewtonの運動方程式を導け。
(c)  Newtonの運動方程式が、Lagrangian

　　　　　　　　    L = 1
2

m1x1
2 + 1

2
m2x2

2 – V(x1 – x2)

　から、Euler-Lagrangeの方程式として導かれることを確かめよ。

(d) 重心座標    X =
m1x1 + m2x2

m1 + m2
と相対座標   x = x1 – x2を用いてLを表し、循

環座標を指摘せよ。
(e) 重心座標、相対座標でEuler-Lagrangeの方程式を作り、どの様な
量が保存するかを述べよ。

【２】Euler-Lagrange方程式とNewtonの運動方程式が等価であることをデ
カルト座標の場合で示せ。すなわち
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　　　が
    

md2x
dt2 = –∇ V(x)と同じものであることを示せ。ただしLはLagrangian

である。

【３】z方向だけに依存するポテンシャル中を動く１質点を考える。
　　　Lagrangianを　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　    L = 1
2m dx

dt
2

– V(z)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　としてEuler-Lagrangeの運動方程式を書き、循環座標と保存量を指摘

せよ。
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【４】原点からの距離rのみの関数であるポテンシャル中を運動する１質点を

考える。Lagrangianを    L = 1
2m(r2 + r2θ2 + r2ϕ2sin2θ) – V(r) としてEuler-

Lagrangeの運動方程式を作り、どの様な量が保存するかを述べよ。

【５】平面極座標における速度、及び加速度の表式を求めよ。またNewtonの
運動方程式を平面極座標で表せ。

【６】直交座標   x1,x2,x3.........,xnと一般化座標   q1,q2,q3.........,qnが次のような関係に
あるとする。

  x1 = x1 q1,q2,.......qn

x2 = x2 q1,q2,.......qn

xn = xn q1,q2,.......qn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
直交座標系での微小変位による仕事はこの座標系での力  Fiによって

   δW = FidxiΣ
i = 1

n

と書け、また一般化座標での微小変位による仕事は一般化

力  Qi によって
   δW = QidqiΣ

i = 1

n

と書ける。このことから  Qiと  Fiの関係式を

導け。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

【７】【６】で書いた関係式に従い、球面極座標系    r, θ, φに対する一般化力を
書き下せ。また中心力の場合はどうか。

【８】図のように長さlの伸びない糸と質量mの質点
からなる単振り子の支点O'がF(t)に従って水平
方向に運動している場合を考える。

(a)束縛条件を書き、束縛力が現れない変数を
　 選んでLagrangianを作れ。
(b)運動方程式を導き、傾角が小さく
　   (sin θ = θ, cos θ = 1)支点O'の運動が単振動
　    F(t) = A cos ωtである場合に振り子がどの
　ような運動をするか述べよ。

l

x

 y

O O'

m

θ

F(t)



【９】直交直線座標系x,y,zから、この座標とt=0で一致していてz軸の周りで角
速度wで回転している座標系x',y',z'（非慣性系）への変換を考える。こ

れらの座標系の間には　　　　

　　　　

   x = x'cos ωt – y'sin ωt
y = x'sin ωt + y'cos ωt
z = z'

のような関係が成り立つ。もとの座標での
Lagrangianを回転座標系のものへ変換せよ。
また、Euler-Lagrangeの運動方程式より、

回転座標系での運動方程式を導き、もとの座標系でのそれとの違いを
議論せよ。

【１０】電荷eをもった粒子が強さEの電場、磁束密度Bの磁場中を速度vで運
　動するときローレンツ力

　　　　　　　　　　　　　　     F = e(E + v × B)

　　　　を受けることが知られている。Bがz方向の一様磁場

　　　　　　　　　　　　　　   Bx = By = 0, Bz = B
　　　　であれば、     (v × B) x = yB, (v × B)y = –xBであるから、電場のポテンシャ

　ルを  Φとして    (E = – ∇ Φ)、荷電粒子の運動方程式は

　　　　　　　　　　

   
mx = – e

∂Φ
∂x

+ eBy

my = – e
∂Φ
∂y

– eBx

mz = – e
∂Φ
∂z

　　　　となる。この運動方程式を導くLagrangianは

　　　　　　　    L = m
2 x2 + y2 + z2 + eB

2 xy – yx – eΦ

　　　　であることを、実際に上の運動方程式を導くことによって確かめよ。
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【１１】重さのない剛体の棒（長さl）で
　　　　吊された質点（球面振り子）に対
　　　　するEuler-Langrangeの運動方程
　　　　式を求めよ。

【１２】図のように質量の無視できる定滑車にかけた糸の一端に質量m1の物
　体を、他端にm2の物体を吊す。図の様に糸の長さxを定めたとき、x
　が満たす運動方程式を求めよ。

【１３】【１２】と同様な定滑車を用いて図のように質量m1、m2、m3の物体
　を吊した。図のようにx,yを定めたとき、これらが満たす運動方程式
　を導け。
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【１４】図のように長さlの伸びない糸と質量  mの二つの質点からなる２重振
り子を考える。以下の問いに答えよ。

(a)揺れ角が小さいときのみを考え、束縛力の現れない
　 座標を選んでLagrangianを 書け。
　（運動エネルギーは    sinθ i ∼θ i, cosθ i ∼ 1として、

　　ポテンシャルエネルギーは     1 – cosθ i ∼ 1
2

θ i
2

　　として求めよ。ただし   i = 1,2）
(b) 運動方程式を導け。
(c)    θ i = Aicos (ωt +α)の形を仮定して(b)で得た方程式に
　 代入し  Aiと固有角振動数を決める式を行列表現せよ。
(d) 固有角振動数を求めよ。
(e)  Aiの比を決めて基準座標を求め、その運動を記述
     せよ。

【１５】下図のモデルで表したような格子振動を考える。

　　　おもりの質量m、バネの弾性定数k、バネの長さをlとする。運動エネル

ギーは    T = 1
2mΣ

j
ξ j

2、ポテンシャルエネルギーは    U = 1
2kΣ

j
ξ j + 1 – ξ j

2と

　　　表すことができる。

(a) Lagrangian及び、Euler-Langrangeの運動方程式を書け。

(b)    ξ j(t) = A j
(n) ancos ωnt+ αn = A j

(n)Qn(t)（ただしAj
(n)=Cnsin(jηn)と取る。

    またCnは規格化定数。）の形を仮定して基準振動を求めよ。ただしηn

は両端が固定されているとする境界条件から決めよ。
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【１６】   L(q1,q2, q f ,q1,q2, q f ,t)を自由度 f の系のLagrangianであるとする。

　　　　　　　　
   

δ L(q1,q2, q f ,q1,q2, q f ,t)
a

b

dt = 0

　　　  という変分問題に対するEulerの方程式（Euler-Lagrangeの方程式）
　　　  を導け。

【１７】図のように長さlの伸びない糸と質量mの質点からなる振り子が　　
　　　　x2+y2=l2の束縛条件の下で運動している。

(a)束縛力が現れない変数を選んで
     Euler-Lagrangeの式を作り、   sinθ = θとして
     それを解け。　　
(b)xy-座標系でLagrangianを作り、未定係数法
    により x,y,l（未定係数）の連立の運動方程式
    を立てよ。
(c)(b)で得た方程式のlを含む項の物理的意味は何
かを述べよ。

(d) lを消去してx, yのみの方程式をつくり、
      xy-座標系から平面極座標系への変換式を
     用いて、これが(a)で得た方程式と同じもの
　 になることを確かめよ。

【１８】自由度 f の系のLagrangian、   L = L(q1,q2, q f ,q1,q2, q f ,t)が与えられ
　　　　ているとする。

(a) 一般化運動量  piの定義を書け。
(b) 一般化運動量  piとLagrangianを用いてHamiltonian,   H(q,p,t)の定義
　 を書け。
(c)   H(q,p,t)を用いてHamiltonの正準方程式を書け。

【１９】 中心力場で１質点が運動する系のLagrangianは球面座標で

　　　　　　　　　　    L = 1
2m(r2 + r2θ2 + r2ϕ2sin2θ) – V(r)

　　　　　
　　　　　で与えられる。

(a)     r, θ, φに共役な運動量（一般化運動量）を求めよ。
(b) 一般化運動量を用いてHamiltonianを作れ。
(c) Hamiltonの正準方程式を書き下せ。
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【２０】質量mの１次元の調和振動子を考える。

(a)Lagrangianを書け。
(b)定義より、一般化運動量、Hamiltonianを導け。
(c)正準方程式を作り、Newtonの運動方程式と等価であることを確か
めよ。

【２１】図のように長さlの糸の端に質量mの質点を
　　　　つけた単振り子に対するHamiltonianを求め、
　　　　正準方程式がNewtonの運動方程式と同じも
　　　　のになることを確かめよ。

【２２】質量m、電荷eの質点に、電場Eと磁場Hが働いている時の運動方程式

　　　　　　　　　　     mx = e E +
1
c

v × H

　　　　を正準方程式として与えるようなHamiltonianは
　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　
    

H = 1
2m

p –
e
c

A
2

+ eA0

　　　　であることを示せ。ただしA、A0はそれぞれ、ベクトルポテンシャル
　とスカラーポテンシャルである。

【２３】質量１、角振動数１、自由度 １の調和振動子を考える。

(a) Lagrangianを座標qとqの関数として与え、定義に従って
　 Hamiltonian、   H(q,p)を導け。また位相空間内で代表点が等角速度で
回転することを示せ。

(b)   Q = Q(q,p) 、   P = P(q,p)なる正準変換を考える。変換の母関数が

                                                 W = 1
2q2cot Q

　  で与えられているときの変換の具体的な形を導け。（Poincaré変換）
(c)(b)の変換を上の調和振動子に適用し、新しい座標系での
　 Hamiltonianと正準方程式を書け。またこの座標系における位相空間
　 での運動を調べよ。
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【２４】以下の問いに答えよ。

(a)正準変換とはどのような変換かを述べよ。
(b)無限小の空間推進の母関数は運動量であることを示せ。
(c)無限小の時間推進の母関数はHamiltonianであることを示せ。
(d)無限小の回転の母関数は角運動量であることを２次元の場合で示せ。
(e)自由度fの系における二つの力学変数A,Bに対しPoisson括弧式の定義
　 を書け。
(f)自由度fの系における一般化座標、一般化運動量   qi, pi について
　 Poisson括弧　   pi, pj 、   qi, qj 、   pi, qj を計算せよ。
(g)Hamiltonの正準方程式をPoisson括弧式を用いて書き、それが
　【１８】(c)の解答と同じものであることを示せ。

【２５】自由度 f の系に対して無限小変換    Qi ≡ qi + δqi、    Pi ≡ pi + δpiを考える。
　無限小変換の母関数は無限小のパラメーターεと変換の種類によって
　決まる   {q,p}の関数   G(q,p)によって

　　　　　　　　　　　　    W ' = Pi qi + εG(q,p)Σ
i

　　　　の様に表される。

(a)    {q,p} → {Q,P}の変換の形を与え、   δqi、   δpiをεと   G(q,p)によって表せ。
（高次の無限小は無視すればよい。）

(b)任意の関数   F(q,p)と、これに無限小だけ異なる正準変数   {Q,P}を代入
した   F(Q,P)を考える。これらの関数の差をFとGのPoisson括弧式を
用いて表せ。

(c)(b)のFがHamiltonianであるとき、(b)で求めた式はどのような物理
的意味を持つかを 述べよ。

【２６】
  qi = qi Q1,Q2,.....Qf, P1,P2,.....Pf

pi = pi Q1,Q2,.....Qf, P1,P2,.....Pf
の形の変換で正準変数{q, p}, {Q, P}が

　　　　結ばれているとき、Poisson括弧式は不変、すなわち

　　　　　    
A, B =

∂A
∂qk

∂B
∂pk

–
∂A
∂pk

∂B
∂qk

Σ
k

=
∂A
∂Qk

∂B
∂Pk

–
∂A
∂Pk

∂B
∂Qk

Σ
k

　　　　が成立することを無限小変換の場合に証明せよ。

【２７】Hamiltonianが    H = 1
2m

p2 + V r で表される、中心力場内を運動する質
　点の角運動量を考える。x軸方向の角運動量   lx = ypz – zpyの時間変化を

　　　　   dF
dt

= F, H の関係を用いて調べよ。ただしFは任意の力学変数である。




